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� !���� ��� ��	 "���������� ��#���	�	�� $���%
������ ��
 ��	�
 �����
� �� ��	 �
	��
����� �� ��	 ������	� �
�������  	 ����
����	� �� ��
����	��	 ��	 ��
� ��

 �� ��	 ���� ���� �	� ����� ����	���
����	 	&�
�� ��� �		�'��
 ��#	 �	� �� ��	 
	(�	� ����	 ���� �� ��� '	��
	 ����

)�#�� *� +��


)	��
��	�� �� *���	������
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��������� �	��	�
�� 1��
�������� ��

������������

���� ����	 ��� �	����	� ��
 � ������
	23����
%�	#	� ���
�	 �� ��������� �	��%
	�
�� 1� ������� � ���%�	�	��	
 �	4�	��	 �� ��	 ����������� �� ����	������, ���
���	�	��	�� ��	�
	�%�
�#��� �� ��	 �	��
�� ����� �� ��� ��
		 ���
�	�� 1� �
	�	�	�

	�� �������� ��� �'��
��� ���	'
� ��
 ����	������ ��3�
�, ����	 	�	�	���
� 	�
���� ����	��� ��
	 �� 5���	� ���� �
	��������67 �� ��	�
 (��� ����	������ ���
�	�
1 ��#	 �	��'	
��	�� ����	� � ���
����, �
����%�� ��������� ���
����, �� ��	
���� �� ��� ��#	
��� ��
	 ��#���	� ������ �� �	��	�
� �	
 �	�

+����	
 - �
	�	��� �	#	
�� ��#	
�	 ���	�� �� �����	��	 ��� '	��		��	�� �	%
��	�
� ����� ���� � �	��
�� 
��	 ��
������� ��	 ���
�	� 1 	�������	 ���� �
����	�	�� �� �	��	�
� �� ���� �
�	 �
 ����	 �� � ���	�8 ���� �� �	 ��� ������,
�	 	�������	 ���	��, ��	
	'� ��

����� ��	 ������
�	 �� ����	 ���	�� ����� 
	%
9	�� ���� ���� ���	
	��� ��� �������	��, ���	������ ����� ��
	 �� ���	
����� ��	
�	��	�
� �� ��	 ����	%���	 ���� �	 ��#	 ��, '�� �� �� ��� �	� ��	�
 	������ �����
������ �� �����(	�� ��	 ���	
	 ���	� ���� �� ��	 ��#	
���� �� �� ����
���� ����
�	#	
�� ���	�, 1 �
�	� �� ���
����	 ��	 �
�3	���#	 ����	 �� ���
� �� ���������
������ �� ��	 ���	
	, '�� ����� ���� ������
	�	���'�	 �� �� ����	��	, �� 1 ��#	

	����	� �� ���� ��	 ���	
	 �� ����� ��	 (
�� �����	��	 ����� ������

��	�
	�%�
�#��� '	���� �� +����	
 . ���� ��	 �����	��	 ��� '	��		��	��
������� :���
�� �	 �		 ��� ���	�� ��� ����	 ��
 �
����� �����;� ��	�
	� ��
��	�
�� ����	 �� R38 ��	
	��
	 ��� �
��� �� ���� ��	�
	� ����� �	�	���
��� ������	
���	 ����� ���� ����� �� R3� ���	��	
 ���� ��	 ����
�	��	 ������ �� +����	

<, ��	�	 ��� �����	
� �	#	��� � 
���	
 ���#	������� �	4�	��	 �� ��	�� �� �	��
��
�	��	�
�� ����� ��	 ���, 1 �
	�	�� ��	 ='���� ����	�> ����� �
	 �����	��	%
'	��		��	�� �����
���� �� R2 ��� ������� ��� �� ��	 ����
�	��	 ������ 	��	��
���� ���� ����� ��� ��� �� 
	���� ������ ���� ��	 ��
#���
	 �� ��	 ����	 ��
�����
�, ����� �����(������ ������ ��	 �����'�	 ���	���  	
	 1 ��
	 �� �	�����
��	  ��	
'���� ����	, ������#	 ��� �	����#	 ��
#���
	, ��� ��� ��	� 
	���	 ��
��	 ��
���	� ������ ��� �� ��

	�� �	#	����	��� �� ��������� ��� ��	 ��
����
	
�� ��	 ���#	
�	� 1 �� ���� 3����������, ��	� ��%��	 ��� ���	����� �� �
	�	��
��� ���	
	�� �		�� �� '	 ��?��	��� @������ ����� �		��� ���� ��	 ��'3	��, 1
(�� ���� '� ��	 	�� �� +����	
 <, ����	��� ��#	 � ����� ��

��� �	��	 �� ���
�	��	�
� �� �	#	���	�� @��� ���� ���
���
����
	 �� ����	, ��	 ����� 	����� ���
��
��	
 ��	�
	�� ��
 � ����� ���� �� �'�	 �� �����	 ��
	 ���	
����

1 �&	
 ��	�	 ���	� �� � ���
���� ����� ��
 ��	 ����
����
 ��� ����� ��
	 ��
�	��� � �����#	
�%'��	� ���
�	 �� ��������� �	��	�
�� ���� ����	 ��� 	#��#	�
�#	
 ���� ��	
������, ��� ��� ��

� �	�� ��
 ���� �� ��	 ����	������ ����	���
�� ���� �	� �����, � ���	
��	�� ����	����#	 A%�	�
 ����	 ����	�	� )	�	�����
�� ���
 ����	��	, ��� ��� �	�� �		� �� ������ ��	�, 	���	
 '� ������ ����������
���	
��� ��� 
	��#��� ���	�	���
� ���	
�	����	 �	����, �
 '� �	�	���� ���	
���
��� ������ ��
��	
 ���	
�	����	 �	����� B	��
��	�� �� ���
 ����	��	, ��� ���
�����	 �� 
	����	 ���	 ��
�� �� ���� ����	 ���� ������, ���	��, �
 ��	�
	�� ����
����� ���
 �	
����� ���	
	���� 1 ����� �	
������ ���
	����	 ��� ��

	������,
����	���, �
 ��	�� ���� ��� ��
	 �� ���
	�

)�#�� +��

 ������ .CC.
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��������� �	��	�
�� -� *��	�� �� �	��	�
� -

� ����
� �� ���
����

� ����� G �� �������	 �������� �� � �	� �� �'3	��� ����� �	 ���� 
����
, �
����	����� �� ��	���� ��'�	�� �� ����	 �'3	��� ���� �	 ���� ����
, ��� � ���������



	������ ����� ��	 ������� @	 �
��	 =A ∈ m> �� �	�� ���� ����� A �� �� 5��7
��	 ���	 m, ��� �	 �
��	 = [A, B, C]> �� �������	 ���� ��	 ����� B �� '	��		� ��	
������ A ��� C� �� ��	���� � ���	� G, ��	�, �	 ����

• ��	���� ��	 �	� �� ������ �� G8

• �	�� ����� ��'�	�� �� ��	 ������ �
	 ��	 ���	� �� G8 ��� ��	�

• �	�� ����� ������ �
	 '	��		� ����� ���	
 �������
 	
	 �
	 ���	 	�����	��

R2 ���������	 2
�����


D�
 (
�� 	�����	 �� ��	 ���	� ���� �� ���� �������
� � 
���� �� �� �
�	
	�
���
 (x, y) �� 
	�� ���'	
�� ������ �� R2 ��� '	 ���	� ��� ��������	� '� 
	��
���'	
� ����� ��	 �	(�������

(a, b) + (c, d) = (a + c, b + d)
t(a, b) = (ta, tb)

1� A ��� D �
	 ������ �� R2 ��	
	 D �= (0, 0), ��	� ��	 �	�

m := {X | X = tD + A}

�� � ���� �� R2� 1� A ��� C �
	 �������� ������ �� R2, ��	� � ����� B �� �������
A ��� C �� ��	
	 �� � ���'	
 t '	��		� 0 ��� 1 ���� ����

B = A + t(C −A) = (1− t)A + tC

����������������������

�A

�
B = 1

3A + 2
3C

�C

D ���� ���� �����


� 
���� �� D �� � ����� (x, y) �� R2 ��	
	 x2 + y2 < 1� ��	 ���	
�	����� �� � ���	
�� R2 ���� ��	 ������ �� D �� � ���� �� D �
�#��	� ���� �� �� ��� 	����� ��#	�
������ A, B, ��� C �� D, �	 ��� ���� B �� ������� A ��� C �� [A, B, C] �� �
�	
�� R2�

�©)�#�� *� +��
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��������� �	��	�
�� -� *��	�� �� �	��	�
� .

P ���� ��	����	 �����


���� 
���	
 ��&	
	�� ���	�, ����� ��� ���� -- 
����
 ��� .C ����
, �� ������
��	�
�� ��	 ����
�� '	���� 5� �	� �� ������ �� � ���	 �� �� �� ��	 �	� �� ��� ������ ��
��	 �� ��	 .C ��
����� ���	 �	��	��� �
����7 � ����� Y �� ������� ������ X
��� Z �� X , Y , ��� Z �
	 �������� ������ �� ��	 �� ��	 .C ���	�, ��� Y ���	�
�
'	��		� X ��� Z �� ��	 ����
���

�

� � � �

�
� �

�

� �

A

B

CD

E

F G

H

I

J

K

Q2 ���� �����	�� ���	�


� 
���� �� Q2 �� � ����� �� R2 ����	 ���
�����	� �
	 '��� 
������� ���'	
��
@	 ����� ��
	 �� �	(�	 � ���	 �� Q2 �� '	 ��	 ���	
�	����� mQ := m ∩ Q2 �� �
���	 m �� R2 ���� ��	 �	� Q2 �� ������ �� Q2� E�� �� �	 ���
 m �� '	 ��	 ���	
����	 	4������ �� y =

√
2, ��	� mQ ����� '	 ��	 	���� �	��

1� �
�	
 �� �#��� �	�	�	
��	 ���	�, �	 �	(�	 � �������� ���� �� '	 � ���	 ��
R2 ���� �������� �� �	��� ��� 
������� ������� � ���� �� Q2 �� � �	� mQ �� ������
�� Q2, ��	
	 m �� � 
������� ���	 �� R2� $�
 
������� ������ A, B, ��� C, �	 ���
���� B �� ������� A ��� C �� [A, B, C] �� �
�	 �� R2�

�©)�#�� *� +��
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��������� �	��	�
�� -� *��	�� �� �	��	�
� <

R3 ���������	 3
�����


�� � ���	� �� �	��	�
�, ��
		%���	������� "�����	�� ����	 �� #	
� ������
 ��
���%���	������� "�����	�� ����	� � 
���� �� �� �
�	
	� �
���	 (x, y, z) �� 
	��
���'	
�� ������ �� R3 ��� '	 ���	� ��� ��������	� '� 
	�� ���'	
� ����� ��	
�	(�������

(a, b, c) + (d, e, f) = (a + d, b + e, c + f)
t(a, b, c) = (ta, tb, tc)

1� A ��� D �
	 ������ �� R3 ��	
	 D �= (0, 0, 0), ��	� ��	 �	�

m := {X | X = tD + A}
�� � ���� �� R3� 1� A ��� C �
	 �������� ������ �� R3, ��	� � ����� B �� �������
A ��� C �� ��	
	 �� � ���'	
 t '	��		� 0 ��� 1 ���� ����

B = A + t(C −A) = (1− t)A + tC

S ���� ������


+�����	
 � ���	
	 �� R3 ���� �	��	
 (0, 0, 0) ��� 
����� 1� � 
���� �� � �����
(x, y, z) �� R3 ���������� ��	 	4������ x2 + y2 + z2 = 1� � ���� �� � ��
��	 ����
�	��	
 (0, 0, 0) ��� 
����� 1 5����	� � ����� ������ �� ��	 ���	
	7� ����� B ��
������� ������ A ��� C �� A ��� C �
	 ��� �������	 ������ 5A �= −C7, ��� B
��	� ����� ��	 ���
�	
 �
	�� ��
��	 ���� �
�� A �� C� E	��		��	�� �� ���� �	(�	�
��
 ������ ���� �
	 
	�����'�� ����	 ���	��	
�

!��	
, �	 ���� ������	 ���������� ���	�� �� �	��	�
�� �����	 ���� ��	 �	
��
=�����>, =���	>, ��� ='	��		�> �� ��� ��#	 ��� (�	� �	����� �� ��	 ����	�� ��
�	��	�
�� B���	
, ��	� �
	 ���� �	(�	� �� � ��
������
 ���	� �� �	��	�
�� $�

���� 
	����, ��	� �
	 ��
����� 
	�	

	� ��, �	
���� ���	���� ����	�������, ��
�������� ����
� 1� ����
���, ������ ����
 �
	 �	
�� ���� �
	 �	(�	� �	�	
����,
��
 ��� ���	�� �� ���	, ����� ��	 ���	(�	� �	
���  	
	 �
	 � �	� 	�����	� ��
�	(�	� �	
��� ��#	� �������� ������ A ��� B,

• ��	 
������ AB �� ��	 �	� �� ������ ���������� �� A, B, ��� ��� ������
'	��		� A ��� B8

• ��	 ��	
−−→
AB �� ��	 ����� �� ��	 �	��	�� AB ��� ��	 �	� �� ������ X ����

���� [A, B, X ]�

−−→
AB := {X | X = A, X = B, [A, X, B] �
 [A, B, X ]}

!��	� � ��� m �
	 ���� �� '	 
������� �� ��	� ��#	 �� ����� �� ������8 ����
��, � ∩m = ∅� � �	� �� ������ �� ��������� �� ���	 ���	 �������� ��	� ����

�©)�#�� *� +��
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��������� �	��	�
�� -� *��	�� �� �	��	�
� A

��	 ����	 �� ��	 	����	��	 ��� ���4�	�	�� �� ��
���	� ���	� ��� ����	� � �	��
��

��	 �� ��	 �����
� �� �	��	�
�, ��� ���� '	 � ��	�	 �	 ���� ������ �� ���� ���
�	�
1� ��
�� ��� ���� �� ���� ���	
	����� ���	�� �� �	��	�
�, ��
���	� ���	� 	���� ��
��	 �� ��	 ��������� ��
		 
	����
 ����	
��� �����	 ���� � ���	� �� �	��	�
�
��� ������� �� ���� ��	 �� ��	�	 �
��	
��	��

!�"��#��
� $������� $��"����% $�
 	#	
� ���	 � ��� ����� P /∈ �, ��	
	 �
	
�� �	��� ��� ���	� ���������� P ���� �
	 ��
���	� �� ��

&���
���� $������� $��"����% $�
 	#	
� ���	 � ��� ����� P /∈ �, ��	
	 ��
	������ ��	 ���	 ���������� P ���� �� ��
���	� �� ��

&��
"�
� $������� $��"����% $�
 	#	
� ���	 � ��� ����� P /∈ �, ��	
	 �
	 ��
���	� ���������� P ���� �
	 ��
���	� �� �8 ���� ��, ��	
	 �
	 �� ��
���	� ���	�
�� ����

�

�P

 ��	
'����

�

�P

"�����	��

�

�

P

�

"�������

@	 ���� '	 ���	
	��	� �� 
������ �����, �� ���, �� ��	�	 ��
���	� �
��	
��	�
����, �� 	��� �� ��	 �	��	�
�	� ���� �	 ���� ������

��������

����	 ��� 3������ 	��� ����	
� "���	
 �
�#	 �
 ����
�#	 	��� ����	�	���

-� R2 '&���
���� 2()"���*

5�7 ��	 ����� B = (16, 11) �� '	��		� A = (5, 7) ��� C =
(49, 23)�

5��7 ��	 ����� B = (15, 12) �� '	��		� A = (4, 8) ��� C =
(50, 22)�

.� D '� � �
�� �����*

5�7 )�	� D ��#	 � ���	 ����� �������� 	������ ��	 �����F

5��7  �� ���� ���	� �
	 ��	
	 ���������� ��	 ����� P = (0, 0.5)
���� �
	 ��
���	� �� ��	 ���	 � = {(x, 0) | − 1 < x < 1}F

<� P '� � $����	�� �����*

5�7 !��� ��� ���	� ���� �
	 ��
���	� �� ��	 ���	 � = {E, F, G, B}�
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��������� �	��	�
�� -� *��	�� �� �	��	�
� /

5��7  �� ���� �
���	� (X, Y, Z) �� ������ �
	 ��	
	 ��	
	
[X, Y, Z]F

5���7 !��� ��� �� ��	 ������ �� ��	 
���
−−→
CH ���

−−→
CG�

A� Q2 '� � +��
���� $����*

5�7 1� ��	
	 � ���	 �� R2 ���� �������� 	������ ��	 
������� �����F

5��7 1� ��	
	 � ���	 �� R2 ���� �������� 	������ ��� 
������� ������F

5���7 1� �� �����'�	 �� ��#	 
������� ���	� � ��� m �� R2, ��	
	 �
��� m �
	 ��� ��
���	� �� R2, '�� �Q ��� mQ �
	 ��
���	� ��
Q2F

/� R3 '&���
���� 3()"���*

��	 ���	� R2 ��� ��	 �
��	
�� ���� ��� ���	� ��
���	� �� ��	 ���	 ���	
�
	 ��
���	� �� 	��� ���	
� ���� ���� ���� �� ��� �
�	 �� R3�

0� S2 ', � )" ���*

+�����	
 ��	 < ������	�
 ������ A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0), ��� C =
(0,−1, 0), ����� �� ��	 ���	 � = {(x, y, 0) | x2 + y2 = 1}� *�
	 A �
	���	�
�� � �� ������
��	 �	��	��� AB ��� AC ��� 
���

−−→
AB ���

−→
AC� 5����	 �

��	� 	���
	�� �� ��	 xy%����	, ���� �� ��� ��� �		� �� �
���7

G� @���� �� ��
 ���	�� �� �	��	�
� ������� ��	

5�7  ��	
'���� ��
���	� �
��	
��F

5��7 "�����	�� ��
���	� �
��	
��F

5���7 "������� ��
���	� �
��	
��F

@���� ������� ���	 �� ��	�	 �
��	
��	�F
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��������� �	��	�
�� .� 1����	��	 ��� E	��		��	�� 0

� ��������� ��� ���	�������

��	
	 �
	 ���� ���	�� �� �	��	�
� �
���� ��� 1� �	 ���
� ���� ��� ��
���	, �	
��� ��
	 ��	 ������ �� ��	 ��
���	 �� ��
 =������>, ��� ��	 ��	 ���
�	�� �����
'	��		� ��	�	 ������ �� �	(�	 =���	�>� ����� B �� ='	��		�> A ��� C �� ��	
���
�	�� ���� �
�� A �� C ����	� ��
���� B�
@	 ���� '	 ���	
	��	� �� �����#	
��� ��	 �
��	
��	� �� ��	�	 ���	��� D�


(
�� ����������� �� �� �� ���� '� �������� ���	�� ��	 '� ��	, '�� ���� ���
����
�� 	��
	�	�� ��	?��	��� 1���	��, �	 ���� ����� ���� �� ����	� ��	 ���������

������� ��	 ��	� �� �����	� @	 ���� (
�� ��	����� � ����� ���� �� �
��	
��	� ����
�
	 ������ �� ��	 ���	�� �	 �
	 ���	
	��	� �� ��������� ��	�	 �
��	
��	� ����
'	 ����	� �����
� @	 ���� ��	� ����� �� �����#	
��� �	� �
��	
��	� ���� ������
��������� �
�� ��	 ������� ��	�	 ���� '	 ����	� 
��
�
�����
 ��� �������
�

��	 	������ �� ���� �	���� ��	� �� ��	 ���� ���� ���	 �	 ��	�
 ���� ��

������ ���� �� � ��
������
 ���	�, �	 �
	 ����
	� ���� 	#	
� �
��������� �

��	�
	� ���� ������� �
�� ����	 ������ ���� ����� �� ���� ���	�� ��	 '	����
�� ����	������ ��	� �� ��	 
	��������� ���� � �	� �����	 ������ ��� ����� �
��������	 �� �		� ��� �����	� �
���������� ��� ��	�
	���
@	 '	��� ���� ��
		 ��������� �����
 �

�(�% 1� P ��� Q �
	 ��� �������� ������, ��	� ��	
	 �� � ���4�	 ���	 5�	���	� '�
PQ7 ���������� '��� P ��� Q�

�(�% "#	
� ���	 �������� �� �	��� ��� �������� �������

�(�% ��	
	 	���� ��
		 �������� ���%������	�
 ������, X , Y , ��� Z�

�(� �� ���	� �''
	#���	� '� ������ ���� =��� ������ �	�	
���	 � ���	�> �����	
���� PQ = QP � ������ �(� ��� �(� �	
#	 ���� �� 	�������	 �
�#��� ���	���
��� ��� ��� �
�#	 ���� ��	 ��������� �
���������� ���� �� 	#	
� ���	� �� ��	
�����	��	 ������� ���
� �
�� ��	 ����	�	��� �� �(�, �(�, ��� �(�, ��	
	 ��
�'�����	�� ������� 	��	 ��� �		� �� 
��� �� �����
��� ��	�	 �
�����

$��"��
�
�� �% �� ����� ��	� �� 	#	
� ���	�

$��"��
�
�� �% ��	
	 	���� < �������� ���	� ���� �� ����� �� ��� <�

$��"��
�
�� �% "#	
� ����� �� �� ��
	 ���� ��	 ���	�

1� �������� �� ��	 ��
		 �����	��	 ������, �	 ���� ��	 ���
 ������ �'���
'	��		��	��� ��	 (
�� ��� �� ��	�	 ������ �	�� �� ���� ��
		 ������	�
 ������
���
 ��
	�

�(� ')�

���� �-
�
*% 1� [A, B, C], ��	� A, B, ��� C �
	 ��
		 ��������
������	�
 ������ ��� [C, B, A]�

�(� '.�
/������ �-
�
*% 1� A, B, ��� C �
	 ��
		 �������� ������	�
 ������,
��	� 	������ ��	 �� ��	� �� '	��		� ��	 ���	
 ����
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��������� �	��	�
�� .� 1����	��	 ��� E	��		��	�� G

$
�� ��	�	 ��� ������ ����	, �	 ��� 	���'���� ��� ����� �'��� �	��	��� ���

����

$��"��
�
�� 0% 1� A ��� B �
	 �������� ������, ��	�

-�
←−−
AB ∪ −−→AB = AB

.�
←−−
AB ∩ −−→AB = AB

�
A

�
B

� �

1� ���� '	 ��	��� ��
 �� �� 	��	�� ��
 �������� ��
 '	��		��	��� $�
 � (���	
�	� A1, A2, · · · , An �� ������, �	 ���� �
��	 [A1, A2, · · · , An] �� �� �''
	#��%
���� ��
 ��	 ���3������� �� ��� ����	�	��� [Ai, Aj , Ak] ��	
	 i < j < k� ����
[A1, A2, · · · , An] ���	
�� ���� ��	�	 �
	 n �������� ������	�
 ������ ����� ��	 ��
��	 �
�	
 ���� ��	� �
	 �
���	�� ��	 �	�� ����� �����	� ���� 	#	
� ���	 ���
��(���	�� ���� �������

�(� '��1�
�� �-
�
*% 1� B ��� D �
	 �������� ������, ��	� ��	
	 �
	 ��������
������ A, C, ��� E �� ���	 BD ���� ���� [A, B, C, D, E]�

� �������� �� ��	 ����� �� ��
		 �	��	��� AB, AC, ��� BC, ��	
	 A, B,
��� C �
	 ���%������	�
 ������� @	 �	���	 ���� �
�����	 '� 
ABC� ��	 ������
A, B, ��� C �
	 ����	� ��� �������
, ��� ��	 ��
		 �	��	��� �
	 ����	� ��� 
���
�

$��� 2� , ����
% �����	 ���� ���	 � ���	
�	��� ���	 AB ��
ABC �� � �����
X '	��		� A ��� B� ��	� � ���� ���	
�	��� ��	 �� ��	 ���	
 ��� ���	�� 1�
C ��	� ��� ��	 �� �, ��	� � ��	� ��� ���	
�	�� '��� AC ��� BC�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�����������������

�������������

�A

�
B

� C

?�X

1� ��� ��#	 ��?����� �
�#��� ���� ��	�
	�, ���
 '��
 �� ��	 ��� ���	��
�� +����	
 -� 1� ��	
	 ��	 �� ��	� �� ����� ��
 ������ ��� ����, '�� �����;�
��	�
	� �����F 1� ��, ��	� �	 ����� 
��� ���	����	�� ���� �	 ������;� �����'��
�
�#	 �����;� ��	�
	� �
�� ��	 ������6
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��������� �	��	�
�� .� 1����	��	 ��� E	��		��	�� H

D�
 ���� '	��		��	�� ����� 	��	������� ���� ���� ��	 ���	� �� 2%���	��������
1� m �� � ���	 ��� A ��� B �
	 ������ ��� �� m, �	 ��� ���� A ��� B �
	 ��

��� 
��� 
��� �� m, �
���	� A, B |m , �� ��	
	 �� �� ����� C �� m ���� ����
[A, C, B]� @�	� ��	
	 �� � ����� C �� m ���� ���� [A, C, B], �	 �
��	 A |m B ,
��� ��� ���� A ��� B �
	 �� �

�
��� 
���
 �� m�

�(0 '$���� )�"����
�� �-
�
*%

5-7 1� A, B |m ��� B, C |m, ��	� A, C |m�
5.7 1� A |m B ��� B |m C, ��	� A, C |m�

m

������

�
�

�
�

�

�

�
A

B

C

m

�
�

�
�

���
�

�
�

�
�

�

A

B

C

���� ����� ���� ���� 	#	
� ���	 �	��
��	� ��	 �	� �� ������ ���� ��� =����
����	�>, �� ��	 ��������� �	��	�

$��"��
�
�� 3% 1� m �� � ���	, ��	� ��	
	 �
	 ��� ������ A ��� B ��� �� m,
���� ���� ��
 	#	
� ����� C ��� �� m, 	���	
 A, C |m �
 B, C |m, '�� ���
'����

$��#��
% )	�	
���	 ����� �� ��	 ���	�� R2, D, P, Q2, R3, ��� S2 ������� 	���
�� ��
 �	#	� �������

 	
	 �� � �����	 ��� �� �	�	
���	 ���� ��� ������ �
	 �� ��	 ���	 ���	 �� �
���	�

$��"��
�
�� �% ������	 ���� A ∈ �, ���� B, C /∈ �, ��� ���� [A, B, C]� ��	�
B, C |��

��� ��� ������ '	 �'�	 �� �
�#	 �����;� ��	�
	�� ��� ��� ���� �
�#	 ��	
��������� ��� �
����������8 ������ ��	� ���� ����	
� ������ �� � �����	 ���	, ��	�

	4��
	 ��	 ����	 �	��
����� ����� ��
 ��	�
 �
����� ��	�	 ��� �
����������
�	�� �� ���� ���
 ������ �� � ���	 ��� ���
 ��
	�

��� 0($�
�� $��"��
�
��% 1� [A, B, C] ��� [A, C, D], �	 ��#	 [A, B, C, D]�

��� 0($�
�� $��"��
�
��% 1� [A, B, C] ��� [B, C, D], �	 ��#	 [A, B, C, D]�

��	 �	�� ��� �
���������� �
	 ������
 �� �
��������� A, '�� 
	4��
	 ��

���������� �������
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��������� �	��	�
�� .� 1����	��	 ��� E	��		��	�� I

$��"��
�
�� 4% 1� [A, B, C], ��	�

5-7 AB ∪BC = AC

5.7 AB ∩BC = {B}
5<7
←−−
AB ∪ −−→BC = AC

5A7
←−−
AB ∩ −−→BC = {B}

5/7
−−→
AB =

−→
AC

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

		

�
A

�
B

�
C

�

�

B���
−−→
AB ���

−−→
CD �
	 �

�
��� 
��� �� A ��� C �
	 ��	 ���	 ����� ��� A

�� '	��		� B ��� D� D��	
���	, ��	� �
	 �����

�
��� ��	
� !	� A, B, ��� C
'	 ���%������	�
 ������� ��	 ����� ∠CAB �� ��	 ����� �� ��	 ���%�������	 
���−−→
AB ���

−→
AC� ��	 �������� �� ∠CAB �� ��	 �	� �� ������ D ���� �
	 �� ��	 ���	

���	 �� AB �� C ��� ��	 ���	 ���	 �� AC �� B�

��

� 5% !	� D '	 � ����� ����� �� ���	 BC� ��	� D �� �� ��	 ���	
��
 ��
∠CAB �� ��� ���� �� �� �� '	��		� B ��� C�
















��������A �

B
�

C �

D

D

D
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��������� �	��	�
�� .� 1����	��	 ��� E	��		��	�� -C

��

� 6% �����	 D �� �� ��	 ���	
��
 �� ∠CAB, ���� [EAC] ��� [FAD]�
��	�

5-7 	#	
� ����� �� 
��
−−→
AD ���	
 ���� A �� �� ��	 ���	
��
 �� ∠CAB8

5.7 �� ����� �� ��	 �������	 
��
−→
AF �� �� ��	 ���	
��
 �� ∠CAB8

5<7 B ��� C �
	 �� �������	 ���	� �� AD�

B��
−−→
AD �� ���� �� '	 ������� 
���

−−→
AB ���

−→
AC �� A, B, ��� C �
	 ���

������	�
, ��� D �� �� ��	 ���	
��
 �� ∠CAB� 5�����	 ���� ���� �	(������ �����
��
	 �� �	��	 ������� ��
� 5�7 �� �
��������� I67

������

���������

�
�

�
�

�
�

��

�A

�B

�C

�D

�E

�F� � ���������

�
�

�
�

�
�

�
��

�A

�
B

�C

�D ?
�

�����#�� , ����
% 1�
−−→
AD �� '	��		�

−−→
AB ���

−→
AC, ��	�

−−→
AD ���	
�	��� ��	

�	��	�� BC�

��	 �������� �� 
ABC �� ��	 �	� �� ������ ���� �
	 ��������	����� �� ��	 A
���	 �� BC, ��	 B ���	 �� AC, ��� ��	 C ���	 �� AB8 ���� ��, �� ��	 ���	
�	�����
�� ��	 ��
		 ����	 ���	
��
�� ��	 �������� �� ��	 �
�����	 �������� �� ��� ������
�	���	
 �� ��	 �
�����	 ��
 �� ��� ���	
��
�

$��"��
�
�� �7%

5-7 1� � 
�� −→r 	�������� �
�� �� 	��	
��
 ����� ��
ABC ���	
�	��� ���	
AB �� � ����� '	��		� A ��� B, ��	� −→r ���� ���	
�	��� 	���	
 ���	
AC �
 ���	 BC�

5.7 1� � 
�� −→r 	�����	� �
�� �� ���	
��
 ����� �� 
ABC, ��	� �� ���	
%
�	��� ��	 �� ��	 ���	�8 ��� �� �� ��	� ��� ���� ��
���� � #	
�	�, ��	�
�� ���	
�	��� ���� ��	 ���	�
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�� .� 1����	��	 ��� E	��		��	�� --

�
�

�
�

�
�

��













�A

�B

�
C

�
�

�
�

�
�

�
��

−→r

?

�

�
�
�
�
�
�
�
�

������������

�A

�
B

� C

����−→r
?

�
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��������� �	��	�
�� <� +���
�	��	 -.

� ����������

1� ���� �����	
, �	 ����� ��	 ������� �� =����
�	��	 �� �	��	���> ��� =���%
�
�	��	 �� ����	�> �� �
'��
�
� ���	�� �� �	��	�
�� ��	�	 �������, ����� ����
=�����>, =���	>, ��� ='	��		��	��>, ���� '	 ��	��(	� �� 	��� ���	�� @	 ����
�
��	

AB ∼= CD

�� �	�� ���� ��	 �	��	��� AB ��� CD �
	 ����
�	��� 1� 	��� �� ��
 ���	�� R2,
R3, Q2, D, ��� 5�������7 S, �	 �	(�	 �	��	��� AB ��� CD �� '	 ��������� ��
��	� ��#	 ��	 ���	 �	����, ��	
	 ��	 ������ �� ��	 �	��	�� ����	����� P = (a, b)
��� Q = (c, d) �� ��	 (
�� ���
 ���	� ��

(
(a− c)2 + (b − d)2

)1/2
, ��� ��	 ������ ��

PQ �� S �� �	���
	� ����� ��	 ���
�	�� S%���	 �
�� P �� Q� @	 ���� '	 ���	
	��	�
�� �������� ���	�� �� �	��	�
� �� ����� ��	 ����
�	��	 ������ ����	� '	��� �
	
�����(	��

�(� ')�	
��� ��"�
���
��*% ��#	� �	��	�� AB ��� 
��
−−→
CD, ��	
	 �� �

���4�	 ����� E ��
−−→
CD ���� ���� AB ∼= CE�

�(� '���
�
�� �� )�	
����*% ������	 ���� [A, B, C] ��� [D, E, F ]� 1� AB ∼=
DE ��� BC ∼= EF , ��	� AC ∼= DF �

�(� '&/�
������� �� )�	
����*% $�
 ��� �	��	��� AB, CD, ��� EF ,

• AB ∼= AB8

• �� AB ∼= CD, ��	� CD ∼= AB8

• �� AB ∼= CD ��� CD ∼= EF , ��	� AB ∼= EF �

$��#��
% @���� �� ��	 �	��	�� ����
�	��	 ������ ���� �� 	��� �� ��	 ���	��
R2, R3, Q2, D, ��� SF

$��"��
�
�� �� ')�#�����
�� �� )�	
����*% ������	 ���� [A, B, C] ���
[D, E, F ]� 1� AB ∼= DE ��� AC ∼= DF , ��	� BC ∼= EF �

$��"��
�
�� �� '�
�
�
�� �� )�	
����*% ������	 ���� [A, B, C] ��� AC ∼=
DF � ��	� ��	
	 �� � ���4�	 ����� E '	��		�D ��� F ���� ���� AB ∼= DE
��� BC ∼= EF �

��	 ����
�	��	 
	������ �� �	��	��� ��#	� �� � ����
�� ��� �� �
�	
 �	�%
�	���� @	 ��� ���� AB < CD 5�
 CD > AB7 �� ��	
	 �� � ����� E '	��		� C
��� D ���� ���� AB ∼= CE�

$��"��
�
�� �� '8����
�	 �� )�	
����*% $�
 ������ A, B, C, D, E, F ����
A �= B, C �= D, ��� E �= F ,

5-7 AB ≮ AB8

5.7 �� AB > CD ��� CD ∼= EF , ��	� AB > EF 8

5<7 �� AB < CD ��� CD ∼= EF , ��	� AB < EF 8
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5A7 �� AB < CD ��� CD < EF , ��	� AB < EF 8

5/7 	������ ��	 �� ��	 ��������� �� �
�	� AB < CD, AB ∼= CD, AB >
CD�

D�
 ���� ���	(�	� ������ �� ���� �� =����
�	��	 �� ����	�>� @	 �	���	 ��	

����	 ����� �� ��	 ����� �� ��	 ���%�������	 
���
−−→
AB ���

−→
AC '� ∠CAB, �
 ��

��	 ����	�� ��
	� �� ����'������, '� ∠A� @	 �
��	

∠CAB ∼= ∠C′A′B′

�� �������	 ���� ��	 ��� ����	� �
	 ����
�	��� +��'����� �	��	�� ��� ��%
��	 ����
�	��	 �	��� �� ��	 �	(�	� ������ �� =�
�����	 ����
�	��	>� �
�����	�

ABC ��� 
A′B′C′ �
	 ���������


ABC ∼= 
A′B′C′

�� ���	
 ��	 ��

	�����	��	 A ↔ A′, B ↔ B′, ��� C ↔ C′ '	��		� ��	�

#	
���	�, ��	 ����	� ∠A, ∠B, ��� ∠C �
	 ����
�	��, 
	��	���#	��, �� ��	 ����	�
∠A′, ∠B′, ��� ∠C′8 ��� ��	 ���	� AB, BC, ��� AC �
	 ����
�	��, 
	��	���#	��,
�� ��	 ���	� A′B′, B′C′, ��� A′C′� �����	 ���� ��	 �
��� �� ��	 ����	�	��
=
ABC ∼= 
A′B′C′> �	�	��� �� ��	 �
�	
 �� ����� ��	 #	
�	�	� �
	 ����	�6
1� 	��� �� ��
 ���	��, �	 ��� ���� ��� ����	� �
	 ����
�	�� �� ��	� ��#	 ��	

���	 �	�
		 �	���
	, ��	
	 �� S, �	�
		� �
	 �	���
	� '	��		� ��	 ����	��
���	�� �� ��
 ���� �� ���	��, �	 ��� ��� � ����	����� �� �	� ��	��

B '� � ��
"� $�����*% E	��� ���� ��	 ����	 R2, ��� ������	 �	����� �� ��
	
� ����� �� ��	 �#	�, �� ���� ��	 ��
���	 ��
�� �� �

	����
 ����	
� �� '����
��� #���	��� ������, ���	�, ��� '	��		��	�� �
	 ��	 ���	 �� �� R2, '��
�	����� ��� ����	 �	���
	� �
	 �����	�� @	 ��� ���� ��� �	��	��� �
	
����
�	�� �� ��	� ��#	 ��	 ���	 �	����, ��� ���� ��� ����	� �
	 ����
�	��
�� ��	� ��#	 ��	 ���	 �	�
		 �	���
	�

"#	
� '���� ����	 �����(	� ��	 �����	��	 ��� '	��		��	�� ������, ����	
������, ���	�, �����	��	, ��� '	��		��	�� �
	 	������ ��	 ���	 �� �� R2� 1�
�� 	��� �� ��	�
 ���� ��	 �	��	�� ����
�	��	 ������ �
	 ���� �����(	� ��
B�

E���� ����	� ��� '	 ������� �� �� '	��	
 ���	�� �� �

	����
 ��
���	�,
��
	 ���� �� ��	 	�
��, ���� R2� ����
���� �� �	�	
�� 
	����#���, ����	
�� ��� =9��> ��
	 R2, '�� 
���	
 �� ��
�	� ���� ='����> �
���� �����#	
�'3	���� ������ '���� ����	� ���	� �������� 
	����� '	��	
 ���� ��	�
R2, ���� ��#�����	 ���	� ���� ��	 �
��	 ���� ��	� �
	 �	�	
���� ����
��
	 �����	� ���� R2�

@	 ��� ���� ��
 (��� ������ ��
 ��� �	 ��
	 ����	 ����
�	��	 �� '	��#	�

�(0 '��	�� ��"�
���
��*% ��#	� ����	 ∠CAB ��� 
��
−−−→
A′B′, ��	
	 �� �

���4�	 
��
−−→
A′C′ �� � ��#	� ���	 �� ���	 A′B′ ���� ���� ∠CAB ∼= ∠C′A′B′�
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�(3 '&/�
������� �� ��	���*% $�
 ��� ����	� ∠A, ∠B, ��� ∠C,

• ∠A ∼= ∠A8

• �� ∠A ∼= ∠B, ��	� ∠B ∼= ∠A8

• �� ∠A ∼= ∠B ��� ∠B ∼= ∠C, ��	� ∠A ∼= ∠C�

�(� ')�)*% 1� ��� ���	� ��� ��	 ������	� ����	 �� ��	 �
�����	 �
	 ����
�	��,

	��	���#	��, �� ��	 ��

	�������� ��� ���	� ��� ������	� ����	 �� �����	

�
�����	, ��	� ��	 ��� �
�����	� �
	 ����
�	���

� �

�

�
A

B

C

�
�

�
�

�
��

�

#

�
�

�
�

�
�

�
�� � �

�

�
A′

B′

C′
�

�
�

�
�

��

�

#

�
�

�
�

�
�

�
��

�����	 ���� ��	 ���������� �� �(� ��, '� �	(������, �� �''
	#������ ��
 ���
���	
�����, �� �(� �	��� �� ���� ��
		 �� ����	 ��� ����� ��	 ���	
 ��
		� 1� ����
�	��	, �(� �� ������
 �� ��	 ��� $��
 ����� �
�����������

$��#��
% @���� �� ��	 ����	 ����
�	��	 ������ �
	 �����(	� �� 	��� �� ��

���	��F @���� ���	�� ������� ��� �� ��	 �����	��	, '	��		��	��, ��� ���%
�
�	��	 ������F

� �
�����	 �� ���� �� '	 �
�
����
 �� ��� �� ��� ���	� �
	 ����
�	��� ��	
��������� �
��������� ��� � ���	 ���
� �
��� ����� �� � ��
	�� ����������� ��
�(��

$��"��
�
�� �0% ��	 ����	� �������	 �� ��	 ����
�	�� ���	� �� �� �����	�	�
�
�����	 �
	 ����
�	���

� 
�

������ �� �� ����	 ∠CAB �� �� ����	 ∠CAD ��	
	 [B, A, D]�

$��"��
�
�� �3% +���
�	�� ����	� ��#	 ����
�	�� �����	�	����

1� [AXA′] ��� [BXB′] '�� ��	�	 ������ �
	 ��� ��� ������	�
, ��	� �	 ��� ����
��	 ����	� ∠AXB ��� ∠A′XB′ �
	 �������� �����
� �� ����	 ���� �� ����
�	��
�� ��	 �� ��� �����	�	��� �� ����	� � ����� ������

�

�

��

�A

A′

X

B

B′
��������������

����������������
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$��"��
�
�� ��% J	
����� ����	� �
	 ����
�	�� �� 	��� ���	
�

$��"��
�
�� �4% �� ����	 ����
�	�� �� � 
���� ����	 �� � 
���� ����	�

$��"��
�
�� �5% ������	 ���� ���	� � ��� m ���	
�	�� �� � ����� P � 1� ��	 ��
��	 ���
 ����	� ��
�	� �� � 
���� ����	, ��	� �� �
	 ��	 ���	
 ��
		�

���	
 ��	 ���������� �� �
��������� -H, �	 ��� ���� ���	� � ��� m �
	 
���


����������

$��"��
�
�� �6% ��#	� � ���	 � ��� � ����� A, ��	
	 �� � ���	 ��
���� A ����
�� �	
�	�������
 �� ��

9����
��% 1� ��	 ���	 �	��
�'	� �� �
��������� -I ���4�	F

, ����
 �7 '�)� ��
���
�� ��� ���	������*% 1� ��� ����	� ��� ��	 ��%
����	� ���	 �� ��	 �
�����	 �
	 ����
�	�� 
	��	���#	�� �� ��	 ��

	��������
��� ����	� ��� ������	� ���	 �� �����	
 �
�����	, ��	� ��	 ��� �
�����	�
�
	 ����
�	���

� �

�
�

�
A

B

C

�
�

�
�

�
��

�

�
�

�
�

�
�

�
�� � �

�
�

�
A′

B′

C′
�

�
�

�
�

��

�

�
�

�
�

�
�

�
��

$��"��
�
�� ��% 1� ��� ����	� �� � �
�����	 �
	 ����
�	��, ��	� �� �
	 ��	 ���
�������	 ���	� 5���� ��, ��	 �
�����	 �� �����	�	�7�

$��"��
�
�� �� '��	�� ���
�
��*% ��#	� ����� D �� ��	 ���	
��
 �� ∠CAB,
��� ����� D′ �� ��	 ���	
��
 �� ∠C′A′B′, �� ∠CAD ∼= ∠C′A′D′ ���
∠DAB ∼= ∠D′A′B′, ��	� ∠CAB ∼= ∠C′A′B′�

$��"��
�
�� �� '��	�� )�#�����
��*% ��#	� ����� D �� ��	 ���	
��
 ��
∠CAB, ��� ����� D′ �� ��	 ���	
��
 �� ∠C′A′B′, �� ∠CAB ∼= ∠C′A′B′

��� ∠DAB ∼= ∠D′A′B′, ��	� ∠CAD ∼= ∠C′A′D′�

D
�	
��� �� ����	� �� �	(�	� 3��� �� �	 �	(�	� �
�	
��� �� �	��	���� @	
��� ���� ∠CAB < ∠C′A′B′ �� ��	
	 �� � ����� P �� ��	 ���	
��
 �� ∠C′A′B′ ����
���� ∠CAB ∼= ∠PA′B′�
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� �

�

�
A

B

C

�
�

�
�

�
��

� �

�

�

�

A′

B′

C′

P

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

$��"��
�
�� �0 '8����
�	 �� ��	���*% $�
 ����	� ∠A, ∠B, ∠C,

5-7 	������ ��	 �� ��	 ��������� �� �
�	� ∠A < ∠B, ∠A ∼= ∠B, ∠A > ∠B8

5.7 �� ∠A < ∠B ��� ∠B ∼= ∠C, ��	� ∠A < ∠C8

5<7 �� ∠A > ∠B ��� ∠B ∼= ∠C, ��	� ∠A > ∠C8

5A7 �� ∠A < ∠B ��� ∠B < ∠C, ��	� ∠A < ∠C�

���� �
��������� ��#	� �� � ��	��� ��� �� �
�#	 ��� ����	� �
	 ����
�	���
�����	 ���� ��	 �� ��
�	
 ���� ��	 ���	
, ��� ���� ���� ���� �	��� �� � ����
�%
�������� @	 ���
 �� ��� ������������ �� ���� ��	��

, ����
 �3 '))) ��
���
�� ��� ���	������*% 1� ��	 ���	� �� ��	 �
�����	
�
	 ����
�	�� 
	��	���#	�� �� ��	 ���	� �� �����	
 �
�����	, ��	� ��	 ���
�
�����	� �
	 ����
�	���

$��"��
�
�� ��% ��� ��� 
���� ����	� �
	 ����
�	�� �� 	��� ���	
� 5 ���� ��	
�
��������� .A ��� �
��������� I5���7�7

, ����
 �4 '��������� �����
�� ��	�� , ����
*% 1� ��� ���	� ���	
�	��
� ���
� 5�
���#	
���7 ���	 �� ���� � ��� ���� ��	 ����	� �� �������	 ���	�
�� ��	 �
���#	
��� ��� '	��		� ��	 ��� ���	� 5����	� ��������� ��������

�����
7 �
	 ����
�	��, ��	� ��	 ��� ���	� �
	 ��
���	��
















�
�

�����	 ���� ���� ��	�
	� ���
 ��� ��� ��	 ���#	
�	� �� ��	 ���	� �
	 ��
���	�,
��	� ��	 ���	
���	 ���	
��
 ����	� ���� '	 ��
���	�6

$��"��
�
�� �5% ��� ���	� �	
�	�������
 �� ��	 ���	 ���	 �
	 ��
���	�� 1�
��
������
, �� A �� ��� �� �, ��	� ��	 �	
�	�������
 �� � ��
���� A ��
���4�	�

�� ��	 ����	�, �	 ������	
	� ��
		 �����'�	 ���� �� ����� ��
���	� ���	� �����
'	��#	 �����
���, �	��
�'	� '� ��	 "�����	��, "�������, ���  ��	
'���� ��
���	�
������� @	 ��� ��� ���� ���� ��
 ������ �
���'�� ��	 �� ��	�	 ��
		 �����%
'�����	��
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$��"��
�
�� �6 '$������� �
���*% ��#	� � ���	 �, ��� � ����� P ��� �� �,
��	
	 �� �� �	��� ��	 ���	 ��
���� P ��
���	� �� ��

, ����
 �7 '&-���
�� ��	�� , ����
*% �� 	��	
��
 ����	 5��	 �����	%
�	�� �� �� ���	
��
 ����	7 �� � �
�����	 �� �
	��	
 ���� 	���	
 
	���	 ���	
��

����	�

�

�

�
A

B

C

�
�

�
�

�
�
��

�
�

�
�

�
�

�
��

, ����
 �� ')�� ��
���
�� ��� ���	������*% 1� ��� ����	� ��� ��	 ���	
�������	 ��	 �� � �
�����	 �
	 ����
�	��, 
	��	���#	��, �� ��� ����	� ��� ��	
���	 �������	 ��	 �� �����	
 �
�����	, ��	� ��	 ��� �
�����	� �
	 ����
�	���

� �

�

� �
A

B

C

�
�

�
�

�
��

�

�
�

�
�

�
�

�
�� � �

�

� �
A′

B′

C′
�

�
�

�
�

��

�

�
�

�
�

�
�

�
��
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